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Unidad N°2. Elementos de Algebra. Teoria de Conjuntos,
Algebra de Boole. Matrices

Esta unidad se presentan contenidos correspondientes al area del Algebra. Por un lado,
comenzamos con temas referidos al Algebra de conjuntos, donde definimos
operaciones y propiedades que pueden aplicarse sobre uno o varios grupos de
elementos. Veremos las notaciones habituales para trabajar en forma analitica y, a su
vez, otras alternativas para interpretar propiedades y resultados en forma grafica. Nos
centraremos en un tipo de conjunto muy especial que contiene sélo dos elementos,
donde observaremos la relacion con el sistema binario descripto en la unidad anterior, y
cuya formulacién matematica resulta de gran importancia en aplicaciones para

Informatica.

Por otro lado, se incluyen ademas temas referidos al Algebra Lineal, particularmente
enfocados a la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales. Al comienzo, veremos el
caso mas sencillo de un sistema de ecuaciones lineales: dos ecuaciones con dos
incognitas. Este caso nos permitira distinguir las diferentes situaciones que se pueden
presentar al momento de resolver un sistema, cada una de las cuales tiene una
denominacién en particular. Al mismo tiempo, podremos realizar una interpretacion
geomeétrica de cada sistema, por medio de las graficas de rectas en el plano cartesiano.
Una vez comprendida la temética, nos extenderemos a sistemas de ecuaciones mas
complejos, para los cuales se presentara la técnica de eliminacion de Gauss.

Finalmente, mediante el uso de matrices, abordaremos otro punto de vista para definir y
realizar operaciones simultaneas sobre multiples elementos de una forma organizada.
Asi, vincularemos herramientas que permiten una resolucion metédica y ordenada de

sistemas de ecuaciones lineales.
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1. DEFINICIONES

3

#s:»%Un conjunto es una agrupacion o coleccion de objetos, que se denominan
Xg = -
°=7 elementos del conjunto.

En este curso, se utiliza una letra mayuscula para identificar al conjunto. Para indica
cémo esta compuesto un conjunto, podemos emplear llaves { } escribiendo cada uno de
los elementos separados por comas, o describir cierta formula o regla que deben

cumplir los elementos.

Ejemplo 1: Si llamamos C al conjunto de valores correspondientes a la cantidad de
puntos que aparecen en las caras de un dado, podemos indicar las siguientes

notaciones equivalentes: C= numeros naturales entre 1y 6 inclusive 6 C={1,2,3,4,5,6}
0 C={x:xeN,1<x<6}. En este Ultimo caso, se lee: "C es el conjunto de los valores

x tales que x es un numero natural, y x esta entre 1y 6 inclusive".

Existen dos conjuntos que reciben nombres particulares, como se indica a continuacion.

2.;“2.7 %% - e . c a o

sz El conjunto vacio es el conjunto sin ningun elemento. Se lo representa con el
Xg = , g a

®=7 simbolo &, o podemos indicar "C = {}".

El conjunto universal es el conjunto que contiene todos los elementos posibles en
un determinado contexto, o equivalentemente, el que abarca a todos los conjuntos
que estemos relacionando.

Dados dos conjuntos A y B, y un elemento x, podemos definir las siguientes relaciones:

S

#s:»% Pertenencia: dado un elemento x, éste puede o no pertenecer al conjunto A.
x = o H H n n n

9=’ Segun corresponda, indicamos "x e A" y se lee "el elemento x pertenece al
conjunto A", o de lo contrario "x ¢ A" y se lee "el elemento x no pertenece al conjunto
A",

Igualdad: decimos que dos conjuntos A y B son iguales unicamente si tienen los

mismos elementos. Indicamos"A=B "6"A# B".

Inclusion: decimos que A es un subconjunto de B si todos los elementos de A
también pertenecen a B. Se dice que "A esta incluido en B" y se indica" A< B". En
caso contrario, se dice que "A esta no incluido en B" y se indica" Az B ".
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Propiedades de la inclusion: dados los conjuntos 4,B,C y & se cumplen las siguientes
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propiedades:
1) Ac A YDA 3)Si Ac B y B C, entonces AcC

Ejemplo 2: Dados los conjuntos A={1,5,7}, B={1,2,3,4,5,6,7,8}, indicar si las

siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
i)2e A ii) 2€ B iii)AcC B vz A

Solucioén:

i) Es falso, ya que el elemento 2 no pertenece al conjunto A (no esta en la lista de
valores indicados).

ii) Es verdadero, ya que el elemento 2 esta en la lista de valores del conjunto B.

iii) Es verdadero, porque los tres elementos que forman el conjunto A también estan
dentro del conjunto B.

iv) Es falsa. Aunque no veamos el simbolo J en la lista de elementos de A, por la
propiedad presentada anteriormente, el conjunto vacio siempre estd incluido en

cualquier otro conjunto.

2. OPERACIONES Y PROPIEDADES

2.1. Operaciones

Dados dos conjuntos A y B, se definen las siguientes operaciones:

ey 4
245 ,5‘0'/.?’

k. Unién: se indica " AU B" y es el conjunto que contiene todos los elementos
°=7 de Ay todos los de B.

Interseccion: se indica "ANB" y es el conjunto que contiene Unicamente los
elementos en comun de Ay de B.

Complemento: se indica "A'" y es el conjunto que contiene a todos los elementos
del conjunto universal que no pertenecen al conjunto A.

Ejemplo 3: Dados los conjuntos 4=1{2,3,10}, B=1{3,4,5,6,7} y el conjunto universal
U={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, indicar los conjuntos que se obtienen mediante las

siguientes operaciones:
i) AUB iily AN B iii)A' iv) B
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Solucién:
i) AuB={2,3,4,5,6,7,10} ii) An B={3} iiN)A'={1,4,5,6,7,8,9}
iv) B'={1,2,8,9,10}

Hasta aqui hemos utilizado ejemplos de conjuntos de niumeros naturales, simplemente
con la intencién de ilustrar los conceptos. No obstante, un conjunto puede contener
otros tipos de elementos que no sean numeros, como ser letras, palabras, simbolos o

incluso combinaciones de estos tipos.

Ejemplo 4: Dados los conjuntos 4={a,e,u,2,6}, B={1,2,4,e,g,h}, indicar los

conjuntos que se obtienen mediante las siguientes operaciones:

i) AUB ii)y AN B
Solucién:
i) AuB={a,e,u,2,6,1,4,g,h} i)y An B={e,2}

2.2. Propiedades
Sean A, B, C tres conjuntos cualesquiera, U el conjunto universal, & el conjunto vacio.

Entonces valen las siguientes propiedades:

a) Identidad: AW = A ANnU =4

b) Idempotencia: A A=A AnA=4

c) Propiedad conmutativa: A UB=BuU A ANnB=BnNA

d) Propiedad asociativa: (AU B)uC=A4U(BU(C) (ANB)NC=A4ANn(BNC)
e) Propiedad distributiva:

(AUB)NC=(ANnC)U(BNC) (AnB)uC=(4uC)N(BUC)

f) Absorcion: AU(ANB)=A AN(AUB)=4

g) Complementaridad: AU A4'=U ANA'=D

h) Involucioén: (A")'= A4
i) Leyes de Morgan: (AU B)'=A'NB' (ANB)'=A'UB'

Ejemplo 5: Dados los conjuntos A4 ={1,2,5,6}, B={1,3,5,7},C ={2,5,8} , comprobar
que cumple la propiedad distributiva para (4UB)NC vy de absorcion para

AU(ANB).
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Solucién:

Universidad
Provincial del Sudoeste

Fromoviendd & Desarralio Amranico de la Regidn

Para el primer caso, calculamos primero AU B, y al resultado lo intersectamos con el
conjunto C. Entonces:
AUB={,2,56}U{l,3,5,7} =1{1,2,3,5,6,7}
(AUB)NC=1{1,2,3,5,6,7} n{2,5,8} ={2,5}
Por otro lado, calculamos las intersecciones primero para luego completar la operacion

con la unién:
ANC={1,2,56}{2,5,8} ={2,5}

BNC={,3,57n{2,5,8} = {5}
(ANCYu(BNC)=4{2,5} U {5} ={2,5}

3. ALGEBRA DE BOOLE

3.1. Definicion y propiedades
A todo conjunto en el que se hayan definido dos operaciones que tengan las

propiedades mencionadas en la seccién 2.2, se lo denomina Algebra de Boole. Recibe
este nombre por haber sido presentada inicialmente por el matematico George Boole,
con el objetivo de aplicar técnicas algebraicas en expresiones de logica proposicional.
Sin embargo, una de las aplicaciones mas importantes se enfoca al analisis y disefio de
circuitos digitales, por lo que veremos algunos ejemplos de su uso.

Al tratarse de proposiciones logicas, s6lo se admiten conjuntos de dos elementos, que
pueden identificarse como Verdadero 6 Falso, Si 6 No, 0 6 1 (este caso es el mas
apropiado para circuitos digitales). A su vez, se definen las operaciones de suma binaria
(denominada OR, notacién A4+ B), producto binario (denominada AND, notaciéon A-B)
y complemento binario (denominada NOT, notacion Z). Estas operaciones pueden

describirse a través de tablas de verdad, donde se indica el resultado de la operacion

para cada par de valores posibles.

OR(A+B)| B=0 B=1 AND (4-B)| B=0 B=1
A=0 0 1 A=0 0 0
A=1 1 1 A=1 0 1

Reglas memotécnicas:
» En la operacion OR, el resultado es 0 unicamente si los dos valores de entrada

son 0.

» En la operacion AND, el resultado es 1 unicamente si los dos valores de entrada

son 1.

UNIDAD N°2. Elementos de Algebra. Teoria de Conjuntos, Algebra de Boole. Matrices
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De acuerdo a estas definiciones, las propiedades de las operaciones se describen de la

siguiente manera:

a) Propiedades fundamentales:
Operacion OR: A+0=A4 A+1=1 A+ A=A A+A=1

Operacién AND: A4-0=0 A-1=4 A-A=4 A4-4=0

Operacion NOT: j =4

b) Propiedad conmutativa: A+ B =B+ A A-B=B-A4

c) Propiedad asociativa: (A+ B)+C=A+(B+C) (4-B)-C=4-(B-C)

d) Propiedad distributiva:

(A+B)-C=(4-C)+(B-C) (4-B)+C=(A4+C)-(B+0)

e) Leyes de Morgan: A+B=A-B A-B=A+B

f) Identidades: A+(A-B)= A4 A-(A+B)=4 A+(Z-B):A+B
Absorcion

Ejemplo 6: Construir tablas de verdad para verificar la primera ley de Morgan.
Solucion:

Para resolver este ejercicio, debemos considerar que A y B pueden tomar los valores 0

6 1, por lo que construimos dos tablas: una utilizando la expresion A4+ By luego otra
utilizando la expresion A-B . Asi podremos verificar la ley si logramos obtener dos

tablas idénticas.

1) Usando A+ B: esta tabla es sencilla, ya que sélo debemos aplicar la operacion NOT

a la tabla de verdad vista anteriormente para la suma, es decir, escribimos el

complemento de cada uno de los resultados originales de A+ B':

A+B | B=0| B=1
A=

O | -
[« ]
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2) Usando A-B: para este caso, podemos utilizar la tabla de verdad de la operacion
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AND, pero debemos tener en cuenta que primero se invierte cada uno de los valores de
entrada. Describimos las combinaciones posibles:

)Si 4=0,B=0 = A=1,B=1= A-B=1-1=1

i)Si 4=0,B=1 = A=1,B=0= A-B=1.0=0
iy Si 4=1,B=0 = A=0,B=1= A-B=0-1=0
iv)Si A=1,B=1 = A=0,B=0= A-B=0-0=0

Ahora que ya conocemos todas las combinaciones, armamos la tabla completando el
resultado obtenido en cada una:

& |
S°
I

0

o]
Il
S

SN RSN
Il :
—_- D
O | -
S| O

Asi vemos que la tabla es idéntica a la obtenida usando la expresién A+ B, por lo tanto

podemos asegurar que A+ B = A-B.

3.2. Funciones booleanas

E Y4
245570

Un funcion booleana es una funcidén cuyas variables de entrada pueden
Xg =7

tomar Unicamente los valores 0 y 1, y cuya imagen son ambos valores 0 y 1.

Formalmente, definimos el conjunto B ={0,1} y para una funcion f con n variables de

entrada escribimos: f:B" — B

Existen diferentes formas de representar a una funcion binaria: a través de su expresion
algebraica, con tablas de verdad, en forma numérica y en forma gréfica. En este curso

s6lo veremos los dos primeros casos, ya que los restantes tienen mayor aplicacion en
electronica digital.

Ejemplo 7: Una funcion booleana tiene la expresion f = A+ B-A. Identificar la

cantidad de variables y construir una tabla de verdad.

Solucién:

La cantidad de variables es la cantidad de letras diferentes que vemos en la expresion

UNIDAD N°2. Elementos de Algebra. Teoria de Conjuntos, Algebra de Boole. Matrices
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de la funcion (que es la expresion algebraica). En este caso, tenemos dos variables A 'y
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B. Como son variables booleanas, sélo pueden tomar los valores 0 y 1, entonces la
tabla de verdad se puede construir analizando las combinaciones posibles:

i)Si A=0,B=0 => A+B-4=0+0-0=0+0=0

- Observacion: el operador légico AND
i)Si A=0,B=1 = A+B-4=0+1-0=0+0=0 tiene prioridad sobre el operador OR,
por eso no es necesario usar paréntesis.

ff/k)m -

ii)Si A=1, B=0 = A+B-A=1+0-1=1+0=1
iV)Si A=1, B=1 = A+B-A=1+1-1=1+1=1 A+B-A=A+(B-A)

Por lo tanto la tabla de verdad resulta de la siguiente manera:

A+B-A| B=0 B=1
A=0 0 0
A=1 1 1

El procedimiento del ejemplo anterior es practico para funciones de pocas variables y
cuya expresion algebraica no contiene demasiados términos. Para otros casos, escribir
las combinaciones y evaluar cada término puede resultar muy extenso. Por este motivo,
es conveniente simplificar, si es posible, la expresion de la funcidon antes de analizar las

combinaciones.

Ejemplo 8: Utilizar las propiedades de las operaciones booleanas para simplificar la

expresion de la funcion f=(4-B-C)+(B-C)+ (Z-B)

Solucion:
f= A-(B-C)+(B-C)+(Z-B) (prop. asociativa)
f=4-(B-C)+1-(B-C)+ (Z -B) (prop. fundamental del producto)
f=(4+1)-(B-C)+(4-B) (prop. distributiva)
f= 1-(B-C)+(Z-B) (prop. fundamental de la suma)
f=B-(C)+B- (2) (prop. asociativa y conmutativa del producto)
f=B-(C +Z) (prop. distributiva)

Ejemplo 9: Utilizar las propiedades de las operaciones booleanas para simplificar la
expresion de la funcion f =(A4+ B)-(4-D)

Solucion:

UNIDAD N°2. Elementos de Algebra. Teoria de Conjuntos, Algebra de Boole. Matrices
Asignatura: Matematica Pl Pagina 9 de 37
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f=(4+B)-(4-D)

f=(A+B)+(4-D) (ley de Morgan)
f=(A+B)+(4-D) (operacion NOT)
f=B+(4+A4-D) (prop. asociativa)
f=B+4 (identidad)

4. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Para este tema, utilizaremos varios conceptos conocidos sobre funciones lineales y

rectas, por lo que presentamos a continuacion un repaso de los mas importantes y

algunas deducciones que surgen de ellos.

a. La ecuacion de una recta, expresada en forma de funcion lineal, la indicamos

generalmente como y=m-x+c , donde m es la pendiente y ¢ es la ordenada al

origen.

b. Otra forma de expresar una ecuacion de recta es en la forma a-x+b-y=c. En

este caso, si despejamos y, la pendiente se obtiene como m=—-a/b .

c. El grafico de una funcién lineal es una recta oblicua en el caso de que la

pendiente sea distinta de 0, y es horizontal en el caso de que la pendiente sea 0.

d. Una recta vertical no es una funcién lineal, y su ecuacion es de la forma x=c.

e. Resolver una ecuacion lineal es hallar el valor de la variable independiente que la

verifica.

4.1 Sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas

4.1.1 Forma general

£ Y4
24~5+ 3&:""%‘

0
*9="7

Un sistema de ecuaciones lineales con dos variables x e y se compone de dos

ecuaciones de la forma

a;-x+b,-y=c,

a, x+b,-y=c,
donde a, bl, Cp» sy, bz, ¢, son seis constantes. Un par de valores de x € y es una

solucion del sistema si satisface ambas ecuaciones a la vez.

UNIDAD N°2. Elementos de Algebra. Teoria de Conjuntos, Algebra de Boole. Matrices
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De la definicion anterior, vemos que resolver un sistema de ecuaciones significa hallar el
o los pares de valores de las incognitas que verifican las ecuaciones dadas.

g/w,/ Ejemplo 10: Dado el sistema de ecuaciones lineales

4.x+2-y=12
6-x—-1.y=2

a) Comprobar que el par de valores x =1,y =4 es una solucion del sistema.
b) Comprobar que el par de valores x =2,y =2 no es una solucion del sistema.
Solucion:
a) Para comprobar si el par de valores dado es solucion del sistema, evaluamos ambas
ecuaciones reemplazando los valores de x e y:

4-D+2-(4)=4+8=12

6-(H-1-(4)=6-4=2
Como podemos observar, ambos resultados coinciden con los correspondientes al
sistema, es decir: la primera ecuacidon da como resultado 12 y la segunda da como
resultado 2.
b) Para este segundo par de valores, nuevamente evaluamos ambas ecuaciones
reemplazando los valores de x e y:

4.(2)+2-(2)=8+4=12

6-(2)-1-(2)=12-2=10
En este caso, solo coincide el resultado de la primera ecuacién, pero no de la segunda
(deberia haber dado 2). Entonces, no se satisfacen ambas ecuaciones

simultdneamente, por lo que el par de valores x=2,y=2 no es una soluciéon del

sistema.

A partir del ejemplo anterior, podemos concluir que verificar si un par de valores es
solucion de un sistema dado consiste simplemente en reemplazar los valores en ambas
ecuaciones y comprobar si obtenemos los resultados correspondientes. Sin embargo,
en la practica generalmente no vamos a conocer estos pares de valores
anticipadamente, sino que tendremos la tarea de hallarlos. Para ello existen diversos
métodos que describen un procedimiento adecuado para resolver el sistema, aunque en
este curso soélo se presentaran los dos mas comunes, conocidos como Méfodo de

Sustitucion y Método de Eliminacion de Gauss.

UNIDAD N°2. Elementos de Algebra. Teoria de Conjuntos, Algebra de Boole. Matrices
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Antes de comenzar con las técnicas de resolucion, realizaremos una interpretacion
geomeétrica teniendo en cuenta que cada una de las ecuaciones que forman el sistema
puede considerarse como una funcioén lineal, cuyo grafico en el plano es una recta. Si de

cada una de las ecuaciones del ejemplo 1 despejamos "y", obtenemos:

12-4
4-x+2-y=12 = y=—2x =  y=6-2x
2—

Si graficamos ambas funciones, como se muestra en la figura 1, vemos que el par de
valores que es solucion del sistema, coincide con el punto de interseccion de las rectas.
Esta observacion permite una interpretacion grafica de la solucién, no sélo para este
ejemplo, sino que puede generalizarse para otros casos. Sin embargo, podemos
anticipar el hecho de que no todas las rectas se cortan en un punto, lo cual da origen a

tres situaciones especificas, que se presentan en las siguientes secciones.

FIGURA 1. Interpretacion grafica de la solucion del ejemplo 1.

y
N
GX y=—2+6x

/ Interseccion: (1, 4)

3——

1

4.1.2 Sistema con solucion Unica
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Tal como sucede en el ejemplo 10, existen ocasiones donde dos rectas se intersectan
en un unico punto, por lo que el sistema de ecuaciones sélo podra tener una Unica
solucion. En forma general, esta situacién se produce cuando las rectas tienen distinta

pendiente, a partir de lo cual se genera el unico punto de interseccion.

FIGURA 2. Sistema de dos ecuaciones con una solucion.

yl

\
I
\ Interseccion
Na
e

~

/ ik
,

g;’em»/ Ejemplo 11: Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales

4.x+2-y=10
{8 -x—10-y=6
Solucién:
Método 1: Sustitucion
Para aplicar este método, primero elegimos una de las ecuaciones para despejar una de
las variables. Si elegimos la primera ecuacion para despejar "y", nos queda:
10—-4x

4.x+2.y:10 = y= y=5—2x

A continuacion, reemplazamos "y" en la segunda ecuacion:

y=5-2x
= 8x—-10(5-2x)=6
8x—10y =6

Y asi logramos obtener una nueva ecuacion que solo contiene a la variable "Xx".
Resolviendo esta ecuacion de la manera ya conocida:

8x—-105-2x)=6 = 8x—-50+20x=6 = 28x=56 = x=2
Ya tenemos el valor de "x", para obtener el valor de "y" utilizamos el primer despeje y

reemplazamos x=2:
y=5-2x=5-2(2)=5-4=1
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Por lo tanto, la solucién del sistema es el par x=2, y =1. En notacién de conjunto, se

indica S ={(x,y)=(2,1)}.

Método 2: Eliminaciéon de Gauss

Este método se basa en la equivalencia de ecuaciones a partir de multiplicaciones por
constantes y sumas o restas miembro a miembro. Como idea general, se busca lograr
que los coeficientes para una de las variables sean iguales en ambas ecuaciones, para
luego sumarlas o restarlas y lograr obtener una nueva ecuaciéon donde esta variable
desaparece.

Para el ejemplo, si multiplicamos la primera ecuacién por 2 a ambos miembros,

obtenemos:

2-(4-x+2-y)=2-10 8:x+4-y=20
=
8-x-10-y=6 8x-10-y=6

Como vemos, el nuevo sistema tiene los mismos coeficientes en la variable "x", por lo

que podemos restar ambas ecuaciones para eliminar esta variable y poder hallar el

valor de "y" :
SAEA =20 g tdey—(8-x-10-y)=20(6) 14y =14 1
= 8- x+4-y—(8-x-10-y)=20- = =14 = y=
8- x—10-y=6 4 4 7 7

Si ahora reemplazamos el valor obtenido en cualquiera de las ecuaciones originales,
podemos determinar el valor de "x" :

4-x+2-ND=10 = 4x=8 = x=2

Por lo tanto, la solucién del sistema es el par x=2, y=1.

Obviamente, las soluciones obtenidas al aplicar cualquiera de los métodos deben ser
las mismas. Veamos ahora que el par de valores hallados es la tnica solucion.

Si despejamos "y" en cada una de las ecuaciones, obtenemos:

10—4x
4-x+2-y=10 y > 2x
=
8-x—10-y=6 6-8x 3 4
= =4 x
10 55

Las pendientes de estas rectas son (-2) y (4/5), respectivamente. En consecuencia, al

ser diferentes, sus gréficas sélo se intersectan en un unico punto.
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4.1.3 Sistema con infinitas soluciones

Otra situacién que puede presentarse en la resolucién de un sistema es el caso de
rectas coincidentes, por lo que se intersectan en todos sus puntos y decimos que el
sistema tiene infinitas soluciones. Graficamente, estas rectas se superponen, por tener

la misma pendiente y la misma ordenada al origen.

FIGURA 3. Sistema con infinitas soluciones

yl\

<5
Intersecciones

(todos los puntos)

2 / Ejemplo 12: Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales
fom?

5:x+3-y=2
10-x+6-y=4
Solucioén:
Vamos a plantear la resolucion con el método de sustitucion. Despejamos "y" de la

primera ecuacion, para reemplazar luego en la segunda:

2—5x
5.x+3-y=2 - -
{mx 6y —4 3 10'x+6'(2 35xj:4
XEoy= 10-x+6-y=4

= 10-x+4-10x=4 = 4=4

Lo que sucede aqui es que al reemplazar desaparece la variable "x", y llegamos a la
expresion 4=4, la cual es una afirmacion correcta que no depende de ninguno de los
valores de "x" o de "y". Por lo tanto, decimos que el sistema tiene infinitas soluciones, lo
cual significa que podemos elegir cualquier par de valores que verifique una de las
ecuaciones y con seguridad podemos afirmar que también verificara la ecuacién
restante.

Para realizar la interpretacion grafica, despejamos "y" de ambas ecuaciones:

UNIDAD N°2. Elementos de Algebra. Teoria de Conjuntos, Algebra de Boole. Matrices
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_2-5x _2_5

5-x+3-y=2 Y= 3 y‘§ Ex
= =

10-x+6-y=4 4-10x 2.5

Y7 Y7373

Claramente, se obtiene la misma expresion en ambos casos, de manera que las rectas
tienen la misma pendiente y la misma ordenada al origen, es decir, sus graficas son
rectas coincidentes.

En estos casos, indicamos una respuesta genérica, que se conoce como solucién en
forma paramétrica. Si elegimos un valor "a" para una de las variables, por ejemplo "x", el
valor de "y" debe respetar la ecuacion correspondiente. Entonces, la solucion en forma

paramétrica en este ejemplo es:
§= {(X,y) = (aaé_ga)a ae ]R}

4.1.3 Sistema sin soluciones

La restante situacion posible es el caso en el que no es posible hallar un par de valores
que verifique las dos ecuaciones simultaneamente. Esto sucedera si las rectas no se
intersectan, y como vimos en la unidad de funciones, corresponde al caso de rectas con
la misma pendiente y distinta ordenada al origen. La interpretacion grafica es la que se

muestra en la figura siguiente.

FIGURA 4. Sistema sin solucion.

v

X

/ No hay Intersecciones

/ Ejemplo 13: Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales

-10-x+2-y=12
20-x—4-y=4

Solucién:
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Vamos a plantear la resolucion con el método de eliminacién de Gauss. Multiplicamos la
primera ecuacion por 2 (siempre a ambos miembros):
-10-x+2-y=12 2:(-10-x+2-y)=2-12 —20-x+4-y=24
{20-x—4-y=4 - {20-x—4-y=4 = {20-x—4-y=4
Como vemos, el nuevo sistema tiene los mismos coeficientes en la variable "x" aunque
con signos opuestos, por lo que podemos sumar ambas ecuaciones para eliminar esta
variable:

—20-x+4-y=24 24 28
= —20-x+4-y+(20-x-4-y)=2+(4) = 0=
{20‘x_4‘y:4 x+4:y+(20-x-4-y)=7+(4) 2

Lo que vemos aqui es que ademas de cancelar las "x", se cancelaron al mismo tiempo
las "y", llegando a la expresion final 0=6. Como esta ultima expresion es falsa, debemos
concluir que no es posible hallar un par de valores que verifiquen ambas ecuaciones al

mismo tiempo, es decir, el sistema no tiene solucion.

4.2 Sistemas de m ecuaciones con n incégnitas

4.2.1 Forma general

25> Un sistema de m ecuaciones lineales con n variables se compone de un conjunto de

0
X9 =7

ecuaciones de la forma

Ay Xt Xt ta -x =b1
Ay Xy T8y Xy +...ta, X =b2
a, - Xta, x+...+a -x =bm

donde a

11°@192+2 8y Y bl,bz,..., bm son todas constantes. Las incégnitas o variables

sON X, X,,..., X, , Y un conjunto de valores de ellas es una soluciéon del sistema si

satisface las m ecuaciones a la vez. El caso particular de m=n significa que tenemos el

mismo numero de ecuaciones y de incégnitas, y decimos que el sistema es de orden n.

4.2.2 Sistemas de orden 3

En esta materia, nos interesan en particular los sistemas con igual nimero de
ecuaciones y de incégnitas, donde se pueden aplicar las técnicas presentadas
anteriormente. A continuacién veremos algunos ejemplos para sistemas de orden 3, es

decir que debemos hallar 3 incognitas para verificar simultaneamente 3 ecuaciones.

UNIDAD N°2. Elementos de Algebra. Teoria de Conjuntos, Algebra de Boole. Matrices
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llamaremos directamente x, y,z.

/ Ejemplo 14: Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales

Ejem-
2:x+ y-3-z=4
4.x+3-y+ z=18
6-x—2-y—-4.z=2
Solucién:

Aplicaremos la técnica de eliminacién de Gauss. En la practica, es habitual numerar
cada ecuacion vy utilizar una notacién para indicar la operacion que se realiza en cada
paso. En este caso, podemos indicar:
E2-2.-EF1> E2

que indica: la segunda ecuaciéon se reemplaza por el resultado de restar la ecuacion
original menos el doble de la primera. Detallando este paso tenemos:

(E2) 4.-x+3-y+ z =18 4.x+3-y+ z=18

2-(E) 2-2-x+ y-3-2)=24 = —-4-x+2-y-6-z=8

0-x+1-y+7-z=10

Por otro lado, también reemplazamos la tercera ecuacion por la resta de ella con el triple
de la primera: E3-3-FE1— E3
(E3) 6:x—2-y-4-z=2 6:x-2-y-4-z=2
3-(E1) 3-2-x+ y-3-z) =34 = —-6-x+3-y-9-z=12
0-x=5-y+5-z=-10

Es importante destacar que las operaciones realizadas deben tener como objetivo
cancelar una de las variables en cada ecuacion, en base a lo cual se eligen los factores

por los cuales multiplicar. Asi obtenemos un sistema equivalente:

2-x+ y-3-z=4 (E) 2-x+ y-3-z=4 (E1)
4.x+3-y+ z=18 (E2) = {0-x+1-y+7-z2=10 (E2-2-El— E2)
6-x—2-y—4-z=2 (E3) 0-x—5-y+5-z=-10 (E3-3-El— E3)

Como ya hemos logrado eliminar el término en "x" en las dos primeras ecuaciones,

buscaremos la forma de eliminar "y" en la dultima ecuacion. Para lograrlo,

multiplicaremos la segunda ecuacién por 5 y se la sumamos a la tercera:
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2-x+ y-3-z=4 (E)) 2-x+ y-3-z=4 (E)
1.y+7-z=10 (E2) = 1-y+7-2=10 (E2)
~5-y+5-2=-10 (E3) 0-y+40-2=40 (E3+5-E2—> E3)

De la ultima ecuacion, podemos despejar el valor de "z":
40-z=40 = z=1
Conociendo esta incognita, utilizamos las ecuaciones para despejar las restantes:
z=1
(E2) y+7:1=10 = y=3
(ED) 2x+(3)-3-H)=4 = x=2

Entonces el sistema tiene una unica solucion: y es el conjunto de valores

S= {(x,y,z) = (2,3,1)} .

17 / Ejemplo 15: Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales
o
x =2y+ 5z= 4
2x+ 2y — 8z=-4
3x-6y +15z= 12

Solucion:
x =2y+ 5z= 4 (E)) x =2y+ 5z = 4 (E))
2x+ 2y — 8z=—-4 (E2) = <0x+6y—-18z=—-12 (E2-2E1—>E2)
3x—6y +15z=12 (E3) Ox—0y +0z =0 (E3-3E1— E3)

Aqui vemos que en la tercera ecuacion se cancelan las tres variables y se obtiene la
expresion 0=0, lo cual es verdadero. Como vimos anteriormente, esto significa que el
sistema tiene infinitas soluciones y es posible indicar la respuesta en forma paramétrica.
Si despejamos "y" de la segunda ecuacion y luego "x" de la primera:

6y—-18z=-12 = y=-2+43z

X —2y+ 5z= 4 = x-2(-2+32)+5z= 4 = x=2z

Si elegimos un valor "a" para la variable "z", la solucion es:

S= {(x,y,z) =(2a,-2+3a,a), ac ]R}
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5. MATRICES

Consideremos los siguientes sistemas de ecuaciones:

x =2y+ 5z=0 5x+4y +9z=0
2x+2y - 82=0 x=8y+7z=10
3x-6y +15z=0 3x+3y+2z=0

Ambos sistemas son de dimension 3x3 (3 ecuaciones con 3 incognitas). Las incognitas
en ambos casos son los valores de x, y, z. Entonces, lo unico que se diferencia entre
ambos sistemas son los coeficientes que forman cada ecuacion. Si nos enfocamos en

estos coeficientes, los podriamos indicar de la siguiente manera:

I -2 5 5 4 9
2 2 -8 1 -8 7
3 -6 15 3 3 2

Esta forma de notacion permite una representacion mas compacta y comoda para
realizar operaciones algebraicas, y recibe un nombre particular que presentamos a

continuacion.

5.1. Definiciones

2227 o Una matriz es un arreglo rectangular de numeros, organizados en m renglones (o
+ ooy

*9'="> filas) y n columnas. Se dice que la matriz es de orden (o dimensién) m x n, y se

indica:
1 % 1n
25y Uop 4
a..
ij
aml am2 amn_

La notacion a; se utiliza para identificar a cada valor particular en la matriz, donde el

subindice i corresponde a la fila y el subindice j corresponde a la columna.

Para este curso, utilizaremos letras mayulsculas para identificar matrices, y la

correspondiente letra en mindscula para identificar a sus elementos. Por ejemplo, si

llamamos M a una cierta matriz, sus elementos los indicaremos como mU La definicion
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anterior es la forma general de cualquier matriz, y podemos distinguir ademas dos casos

particulares:

2227 .5 Una matriz que tiene un solo rengldn se denomina matriz renglén o vector
+5+n)b./'},\

xg'=0, renglén. Una matriz que tiene una sola columna se denomina matriz columna o
vector columna. Una matriz que tiene el mismo numero de renglones que de

columnas se llama matriz cuadrada.

Ademas:

2227 5 Dos matrices A y B se dicen iguales si y solo si tienen la misma dimension y
+52 50

x9'="; todos sus elementos iguales, es decir a; = bl.j Vi, j.

La transpuesta de una matriz A de dimensiéon m x n es la matriz de dimensién n

X m cuyo i-ésimo renglon es igual a la i-ésima columna de A. Se indica AL

La definicion de matriz transpuesta equivale a decir que la nueva matriz tiene los

renglones intercambiados con las columnas. Veamos algunos ejemplos.

, , 36 376
g;w,/ Ejemplo 16: Dada las matrices M = L 5] H= 1 4 5| indicar: i) la dimensién

h, ,; iii) ¢las matrices son iguales?; iv) las

de cada matriz; ii) los elementos m 35

22°
matrices MT, HT.

Solucion:

i) M tiene 2 renglones y 2 columnas, por lo que su dimensién es 2x2. H tiene 2
renglones y 3 columnas, por lo que su dimension es 2x3. En particular, M es una matriz
cuadrada y decimos que es de orden 2 (igual nimero de renglones y columnas).

i) Dentro de la matriz M, si intersectamos el segundo renglén con la segunda columna,

vemos el valor 5, por lo tanto: m,, =5. Dentro de la matriz H, si intersectamos el primer

renglén con la tercera columna, vemos el valor 6, por lo tanto: h13 =6.

iii) Aunque algunos elementos coinciden, las matrices no son iguales porque no tienen

la misma dimension.
iv) Como M es de dimensién 2x2, su transpuesta M7 sera de dimension 2x2 y como H

es de dimension 2x3, su transpuesta H' sera de dimensién 3x2.
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Para el caso de matrices cuadradas, son utiles las siguientes definiciones:

w27 En una matriz cuadrada A de orden n, la diagonal principal corresponde al
2*5;3&{‘?’

*9'=", conjunto de elementos a a, . Sitodos los demas elementos son cero, se

11,6122,...,
dice que A es una matriz diagonal. Si todos los valores debajo de la diagonal
principal son cero, se dice que A es una matriz triangular superior.
Analogamente, si todos los valores arriba de la diagonal principal son cero, se
dice que A es una matriz triangular inferior.

Una matriz diagonal cuyos elementos son todos iguales a 1, se dice que es una

matriz identidad.

Ejemplo 17: Dada la matriz M =

O K~ =

5 2
3 6|, indicar: i) los elementos de la diagonal
7 8

principal; ii) ¢es una matriz triangular superior?; iii) ¢qué valores se deberian modificar
para que se convierta en una matriz triangular inferior?

Solucién:

. . . , m m m
i) La diagonal principal esta formada por los elementos Ay 1Ay s 5 que corresponden

alos valores 1,3 y 8.

i) No es una matriz triangular superior, ya que los elementos por debajo de la diagonal
principal no son iguales a 0.

iii) Para lograr que sea una matriz triangular inferior, debemos hacer que todos los

elementos por encima de la diagonal principal sean 0. Entonces:

1 0 0
M=/4 3 0
9 7 8

5.2. Operaciones con matrices
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Dadas un valor real k y dos matrices A y B de dimensién m x n, con elementos

al.j,bl.j respectivamente, definimos:

1) La matriz suma S = A+ B de dimensién m x n cuyos elementos se calculan

como s..=a..+b...
ij iy

2) La matriz resta R=A—B de dimensién m x n cuyos elementos se calculan

como r.=a..—b...
jy ooy

3) El producto de un escalar por una matriz P=k-A de dimension m x n cuyos

elementos se calculan como P;= k-al.j.

1 5 59
Ejemplo 18: Dadas la matrices A={4 3 8 7], calcular:
9 7 6 1

S=A4A+B, R=A-B, P=3-4.
Solucién:

Siguiendo las definiciones, la suma y resta se calculan elemento a elemento:

5 21 14 5 9] [1+4 5+5 249 [5 10 11
S=A+B=|4 3 6|+|3 8 7|=/4+3 3+8 6+7|=|7 11 13
9 7 8] |2 6 1] [9+2 7+6 8+1 11 13 9

2 4 5 1-4 5-5 2-9] [-3 0 -7
S=4-B= - =|4-3 3-8 6-7|=|1 -5 -1
9 7 8 2 6 9-2 7-6 8-1 7 1 7

Y el producto de un escalar por una matriz consiste en multiplicar cada elemento de la
matriz por el valor dado:

1 5 2 3.1 3.5 3.2 3 15 6
P=3.-4=3-14 3 6|=|3-4 33 3-6(=(12 9 18

9 7 8 3.9 3.7 3-8 27 21 24

En el ejemplo anterior vemos que las operaciones de suma y resta de matrices
requieren que las matrices tengan exactamente la misma dimensién, pero pueden
interpretarse de manera sencilla, al igual que el producto por un escalar. Ademas,
conservan las propiedades asociativa, conmutativa y distributiva que ya conocemos. Sin
embargo, no hemos definido aun el producto entre matrices, y esto se debe a que el
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procedimiento es mas elaborado, por lo que comenzaremos con un caso particular

antes de la definicion general.

2227 o Dada una matriz renglén A de dimensién 1 x n y una matriz columna B de
55 0%y

*9'="> dimensién n x 1, con elementos alj,bl.1 respectivamente, definimos su producto
interno como la suma de los factores obtenidos al multiplicar cada elemento de A

por el correspondiente elemento de B en su mismo orden. El resultado obtenido

n
es un numero real (no una matriz) y lo expresamos como p = Z a; ‘b, -

i=j=1

Ejemplo 19: Dadas la matrices A=[2 1 -3 4|, B=| |, calcular: p=4-B

S = O WD

Solucion:

En primer lugar, debemos observar que la operacién sélo es posible si el nimero de
columnas de la primera matriz coincide con el nimero de renglones de la segunda. En
este ejemplo, podemos verificarlo observando que esta cantidad es 4. Entonces, el
procedimiento consiste en multiplicar entre si los primeros elementos de cada matriz,
luego los dos segundos, y asi sucesivamente, calculando la suma total de todos los
productos obtenidos:

p=A-B=[2 1 -3 4]-| |=2-5+1-6+(-3)-1+4-0=10+6-3+0=13

S = N W

Si vemos el ejemplo, la matriz columna esta escrita en forma vertical, por lo que si
queremos realizar esta operacién con una matriz de muchos renglones, necesitariamos
mucho espacio en la hoja. Es por esto que habitualmente utilizamos una notacion
alternativa, aplicando el concepto de matriz transpuesta: una matriz columna se puede

expresar como la traspuesta de una matriz renglén. Repitiendo el ejemplo anterior con

esta notacion, indicariamos B=[5 6 1 O]T, entonces:

p=4-B=[2 1 =3 4]-[5 6 1 0] =2:5+1-6+(-3)-1+4-0=10+6-3+0=13
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2227 5 Dada una matriz A de dimension m x n y una matriz B de dimensiéon n x g, con
52 o0y

*9'="> elementos al.j,bl.j respectivamente, definimos su producto de la siguiente

manera: la matriz resultado P es de dimensién m x g, cuyo elemento pij se

calcula como la suma de los factores obtenidos al multiplicar el renglén i de A por

q
la columna j de B. p; = Zaih -bhj .
h=1

3 6 1
Ejemplo 20: Dada las matrices A:[ s 4}, B=|1 4 -5 9| , calcular
-2 0 8 3
A
P:M-B.
Solucion:

Antes de comenzar, debemos comprobar si es posible efectuar la operacion, teniendo
en cuenta que la primera matriz tiene 3 columnas y la segunda matriz tiene 3 renglones.
Como esta cantidad coincide, es posible calcular el producto y la matriz resultado tendra

dimensiéon 2 x 4. Para ejemplificar el procedimiento, vamos a calcular inicialmente el

elemento que se ubicara en el primer renglén y la primera columna, es decir Py De

acuerdo a la definiciéon, debemos multiplicar el primer rengléon de A por la primera

columna de B:

2
3
py=a, b, =[3 6 1| 1|=32+6-1+1:(-2)=10
h=1
2

Debemos repetir este procedimiento para hallar cada elemento de la matriz resultado.

Por ejemplo, al llegar al elemento p, ., debemos multiplicar el segundo renglén de A por

la tercera columna de B:

0
3
Pyy =20y, b, =[-1 5 4]-|9|=(-1)-0+5-9+4.3=57
h=1
3

Una vez que calculamos todos los elementos, armamos la matriz final. Los dos valores
hallados se ubican en las posiciones que se muestran a continuacion, y se propone

como ejercicio completar los valores faltantes.
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Py Py Py

Es importante mencionar que el producto de matrices No es conmutativo. En el caso de
matrices cuadradas, el producto 4-B sera diferente de B- A4,y en el caso de matrices
no cuadradas, al menos uno de los érdenes no se puede evaluar ya que no coincidiran
la cantidad de columnas de la primera con la cantidad de renglones de la segunda. En
el ejemplo anterior, no hubiese sido posible evaluar P=B-A4, ya que B tiene 4

columnas y A tiene sélo 2 renglones.

5.3. Matrices y sistemas de ecuaciones lineales

Como se menciond en la introduccion, las matrices son una herramienta util para la
resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. Consideremos el siguiente sistema:
4.-x+2-y=12
{2 x+3-y=14

Utilizando producto de matrices, es posible escribir lo siguiente:

4 2 |x 12
MHINEH
Si llamamos A a la matriz de coeficientes, X al vector columna con las incognitas x e vy,
B al vector columna de constantes, lo anterior se puede expresar como:
A-X=B
Decimos entonces que este es el sistema expresado en forma matricial.

Adicionalmente, definimos la matriz aumentada, que consiste en agregar el vector de

constantes como ultima columna de la matriz de coeficientes:

4 2}12
2 314

A partir de esta matriz aumentada, podemos aplicar el método de eliminaciéon de Gauss
para resolver el sistema mediante operaciones entre renglones. Recordemos la

notacion:

k- R, significa multiplicar todos los elementos del renglon i por la constante k.

R + Rj significa sumar elemento a elemento los renglones i y j.
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renglén i, y reemplazar el resultado en el renglon i. Por simplicidad, se puede escribir

solo R+ k-Rj — a la altura del renglén que se desea reemplazar.

_ 4.x+2-y=12 L
Ejemplo 21: Resolver el sistema usando la forma matricial.
2-x+3-y=14

Solucién:

Partimos de la matriz aumentada:

4 2012
2 314

Realizando operaciones entre renglones, intentaremos obtener una matriz triangular
superior en la parte de la izquierda. Recordemos que esto significa que los elementos

por debajo de la diagonal principal deben ser 0.

4 2}12 4 212
2 3i14|R-2-R >0 —4i-16

Esta matriz obtenida es una forma de matriz reducida, y si la convertimos al sistema de

ecuaciones equivalente tendremos:
4.x+2-y=12
0-x-4-y=-16
En donde de la segunda ecuacion se puede despejar faciimente que y=-16/(-4)=4,

y reemplazando en la primera se obtiene x=(12—-2-4)/4=1.

El ejemplo anterior es sencillo y puede resolverse con solo una operacion entre

renglones. Para sistemas de mayor dimensién, necesitaremos mas pasos.
2:x+ y-3-z=4
Ejemplo 22: Resolver el sistema <4-x+3-y+ z =18 usando la forma matricial.

6-x-2-y—4-z=2

Solucién:
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184

(SO
%':ac...l-ﬁ";

21—354 21—354 21—354
4 3 1 18|R-2:R |0 1 7:10 0 1 7:10
6 2 -4 {2 |R-3R—>0 -5 5 -10]R,+5-R,—>|0 0 40 ;40
El sistema equivalente sera:
2:x+ y-3-z=4
1.y+7-z=10
40-z =40
De la ultima ecuacion despejamos z =1, y reemplazando en las anteriores obtenemos

y=3x=2.

5.4. Matriz inversa y determinante

En la seccién anterior vimos que la técnica de eliminacion de Gauss se puede aplicar
sobre matrices para la resolucién de un sistema de ecuaciones, pero este no es el Unico
camino posible. Si pensamos en la expresion matricial A- X =B donde X contiene las
incognitas, otra alternativa podria ser "despejar" X a partir de la ecuacion. Sin embargo,

este procedimiento requiere definir la inversa multiplicativa de una matriz.

Dada una matriz cuadrada A, se dice que es invertible si existe una matriz, que

327 .o
2*5+ q)b/.'ﬂ\

0
*o =7  notamos A_l, tal que A 4= I, donde [ es |la matriz identidad.

Si Aes invertible, entonces la solucién de la ecuaciéon matricial 4-X = Bes

X=4"B.

3/8 —1/4}

4 2
Ejemplo 23: Verificar que la inversa de la matriz 4 = es A=
23 -1/4 1/2

Solucion:
Comprobamos si al realizar el producto se obtiene la matriz identidad (es decir, una
matriz diagonal con elementos iguales a 1).

A_I'A_{3/8 —1/4H4 2}_{(3/8)-4—(1/4)-2 (3/8)-2—(1/4)-3}_{1 0}

~1/4 1/2 (~1/4)-4+(1/2)-2 (=1/4)-2+(1/2)-3| |0 1

2 3
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Ejemplo 24: Utilizar el ejercicio anterior para hallar la solucion del sistema

4.x+2-y=12
2-x+3-y=14
Solucioén:

En este caso tenemos:

a2 oL o

3/8 -1/4

, podemos utilizarla
-1/4 1/2

Como ya sabemos que la inversa de A es A =[
para calcular X:
-1 3/8 —1/4||12 (3/8)-12—-(1/4)-14 1
X == A 'B = . = =
-1/4 1/2 14 (-1/4)-12+(1/2)-14 4
Es decir: x=1, y=4. Observemos que este es el mismo sistema que habiamos

resuelto anteriormente, lo que nos sirve para comparar los resultados y notar que

obtenemos la misma solucion.

Entonces, si conocemos la matriz inversa, es sencillo calcular la soluciéon a partir del

producto A" B. Pero hasta ahora sélo hemos podido hacerlo en un caso donde la
matriz inversa es conocida, veremos a continuacién el procedimiento para hallarla a

partir de la matriz original.
. . : : : . . 4 2
Seguimos utilizando el ejemplo anterior, es decir la matriz de coeficientes 4 = ) 3l

Para comenzar, debemos armar una nueva matriz en la cual agregamos la matriz

42110
2 3i0 1

La linea punteada se utiliza como referencia para distinguir las dos partes. El

identidad a la derecha de A:

procedimiento consiste en efectuar las operaciones por renglones necesarias para que
la parte izquierda se convierta en una matriz identidad:

42;1 0| R/4—|1 1/2;1/4 0 1 1/2;1/4 0

{2 310 1} R2/2—>L 3/21 0 1/2} R, -R, —io 1 i-1/4 1/2}

R-R,/2-[1 0] 3/8 -1/4
0 1:-1/4 1/2
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Una vez que obtenemos la matriz identidad, la parte de la izquierda sera la inversa que

3/8 -1/4

. Si en algun caso no estamos
-1/4 1/2

-1
estamos buscando, en este caso A4 =[

seguros del resultado obtenido o sospechamos que puede existir un error de cuentas,

se puede calcular el producto A4 para comprobar que se llega a la matriz identidad

(en este caso ya lo verificamos en un ejemplo previo).

Es importante destacar que no todas las matrices cuadradas son invertibles. Con la
técnica presentada anteriormente, es posible que luego de algunos pasos, veamos que
no hay mas opciones para intentar obtener la matriz identidad, y en tales casos diremos
que la matriz no es invertible. En la préxima seccion presentamos otra técnica para
resolver sistemas de ecuaciones a partir de su forma matricial, realizando un calculo
inicial para determinar si la matriz de coeficientes es invertible o no.

Antes de conocer esta técnica de resolucién de sistemas, necesitamos definir el
concepto de determinante. Esta definicion puede darse de una forma general para
matrices cuadradas de cualquier dimension, pero en este curso utilizaremos una forma

alternativa de acuerdo al tamafio de cada matriz, para una mejor interpretacion.

2227 5 Dada una matriz A cuadrada de orden 1, el determinante de A es el valor real
"'5-:-0)b./’,&\
0 o q
*o=7 a,,Yloindicamos como |A| =a,.
Dada una matriz A cuadrada de orden 2, el determinante de A es el valor real

calculado como: |A| =a,'ay, —a,,'a,

Ejemplo 25:
Efem- Calcular el determinante de cada una de las siguientes matrices:

A=[3], B=[-1/2]. C=[i ﬂ D{i ﬂ

Como Ay B son de dimension 1, su determinante coincide con el valor a

Solucién:

|1+ ©s decir:
|4|=3, |B]=-1/2.

Como C y D son de dimension 2, aplicamos la formula:
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-1

25
c{ } —|C|=2-1-4-5=2-20=-18
4 1
32
D:{ 6}—>|D|=3-6—(—1)-2=18+2=20

Conociendo estos dos casos particulares, podemos ahora extender la definicion a
matrices de mayor tamafo. Tomemos como ejemplo una matriz de dimensiéon 3. Su

forma general sera:

4 dp 953
Ad=lay a, ay
dy; 3y A3

Para calcular el determinante, tenemos que elegir un elemento cualquiera de A, por

ejemplo el a ,. Luego eliminamos el renglon y la columna en los que se ubica ese

elemento, armando una matriz con los elementos restantes:

4
" o1 %3
= a,,
9 s
G B %

Asi obtenemos una matriz de 2x2, cuyo determinante se denomina menor de a,,. A
continuacion, elegimos tomar los restantes elementos que estén en el mismo rengléon 6
en la misma columna que el valor inicial. Si elegimos por ejemplo la columna donde esta

a,, , los otros elementos son a,, y a,, . El menor de cada uno de ellos se consigue de

la siguiente forma:

Gy
Para a,,: L
G a3
a
Para aj,: i s
= a, a

21
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Seguidamente, a cada uno de los menores se le agrega un signo positivo o negativo de

acuerdo a la posicidon del elemento para el cual se calcula, segun la formula (—1)1”.

Con esta formula, si la suma del nimero de renglén i y el nimero de columna j es par, el
signo sera positivo. De lo contrario, si la suma del nimero de renglén i y el nimero de
columna j es impar, el signo sera negativo. Agregando este signo, decimos que estamos

hallando el cofactor de cada elemento. Entonces:

a,, a
. 1+2 (721 23
Cofactor de a,: c,=(-1)""" 0 4 =(—1)-(a21 “Ayy —dy, -a23)
31 33

a., a
. _ 242 11 13| _
Cofactor de a,,: c,, =(-1)"""" = (1)-(a11 "3y —dy, -a13)

a3 d33
a, a
X PRS2 b D B k1 N o
Cofactor de ay,: cy, =(-1) 0 4 =(-1) (all ayy — 0y, a13)
21 23

Por ultimo, el determinante de la matriz A se puede calcular multiplicando cada
elemento elegido por su cofactor, y realizando la suma total de esos productos. En ese

ejemplo elegimos todos los elementos de la segunda columna, entonces:

|A|=a12-c1 +d,,Cyy+ Ay C

2 22 722 32 732

Este método se puede aplicar eligiendo cualquier rengléon o columna de la matriz, por lo
que siempre sera conveniente elegir la opcion con mayor cantidad de ceros, para

eliminar algunos productos y hacer las cuentas mas sencillas.

2
6|, B=
8

N WA
S o0 W
— 3 0

1 5
Ejemplo 26: Calcular el determinante de 4={4 3
9 7

Solucioén:
Para la matriz A vemos que no hay elementos cero, por lo que es indiferente la eleccion
que hagamos para el renglén o la columna. Tomemos por ejemplo el primer renglén,

entonces:
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5 2 1
| | D 7 8 D 9 9 7

1 2 3
=—4-(5-8-7-2)+3-(1-8-9-2)-6-(1:7-9-5) =
=—4-26+3-(-10)-6-(-38)=—-104-30+228 =94

2 15
8+6-(—1)2+3- ‘:

Para la matriz B el elemento b,, es 0, por lo que conviene elegir el tercer renglon o la

segunda columna. Optamos por el tercer renglon:

59 4 5
B|=2-(-1*". +0-cy, +1- (=) =
|B|=2-(-1) g 7 5 H1 (=) 3 g

%/—/ %f—/
&) G33

=2-(5-7-8-9)+0+1-(4-8-3-5) =

=2-(-37)+1-(17)=-57
Esta misma técnica es aplicable a matrices cuadradas de dimension >2, por lo que ya
sabemos cémo calcular el determinante de cualquier matriz. Destacamos que no es la
Unica técnica existente, pero es suficiente para los objetivos de este curso. Para mayor

informacion, se puede consultar la bibliografia indicada al final de la unidad.

5.5. Regla de Cramer

Ahora que ya podemos calcular determinantes, continuamos con un método que hace
uso de este concepto para resolver sistemas de ecuaciones. Ya hemos visto que un
sistema puede no tener soluciones, tener una sola o tener infinitas. La regla de Cramer
sblo sirve para sistemas con una unica solucion, por lo que los restantes casos se

deben tratar con los métodos que ya se han desarrollado en las secciones previas.

Consideremos el sistema de ecuaciones y su forma matricial

205
01
Xg = o . . =
9=7 Ay X ta, Xt ta X b1
An X, +Aoy X, +...+a, x =b
20 M T %0 2 2
e ) A-X=B
an1~x1+an2~x2+...+ann~xn=bn

Si el determinante de la matriz de coeficientes A es distinto de 0, el sistema tiene
una Unica solucién. A este determinante lo denotamos con el simbolo A. La regla

de Cramer establece que en este caso la solucion del sistema esta dada por:

L
A

N x2 n A
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Donde cada A, es el determinante de la matriz formada al reemplazar la

columna k de la matriz de coeficientes por la matriz columna B.

P 2:x+ y-3-z=4
‘ Ejemplo 27: Resolver el sistema {4-x+3-y+ z =18 aplicando, si es posible, la regla
6-x—2-y—-4.z=2

g;‘()m s

de Cramer.
Solucién:

En este sistema, la forma matricial es:

2 1 -3 x 4
A=|4 3 1| X=|y|, B=|18
6 -2 -4 z 2

Debemos calcular primero el determinante de A, usando la técnica de elegir un renglén

o columna. Elegimos el primer renglén:

3 1 4
A=ld=2- ()" JFED D _2‘

=2-(3-(~4) = (=2) 1)+ (=1)-(4-(=4) = 6-1) + (-3)-(4-(-2)—6-3) =
=2-(=10)+(=1)-(22) + (=3)-(—26) =80

1 4
+1-(=D'2.
DT

Para calcular A,, armamos una matriz en la que se reemplaza la primera columna por

los valores de la matriz B:

41 3
183 1
{212 —4

Elegimos el primer rengldn para calcular el determinante:

A =4 (=D P e 128

—4 —2‘
=4-(3-(-4)—(-2)-1)=1-(18-(=4)=2-1)=3-(18-(-2) ~2-3) =
=4.(—10)—1-(~74)—3-(-42) =160

301 18
+1-(=D'2.
i R 2
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A, 160
Entonces x=—=—=2.

A 80
Repetimos el procedimiento para la segunda incognita, reemplazando ahora la segunda
columna por las constantes, y eligiendo el primer renglon nuevamente (se puede utilizar

cualquier otro):

2 4 3
4 18 1
6 2 -4
18 1 4 1 4 18
A :2‘_11"—1‘ +4‘ _11+2‘ +_3‘_11+3‘ —
sz e e D

=2-(18-(=4)—(2)-1)=4-(4-(-4)~6-1)-3-(4-2-6-18) =
=2-(~74)—4-(-22)—3-(-100) = 240

A
Entonces y=—2= 240
A 80

Por ultimo, reemplazando la tercera columna:

2 1 4
4 3 18
6 -2 2
3 18 4 18 4 3
A :2_11+1. +1_11+2. +4 _11+3. —
2()_22‘<)62()6_2

=2-(3-2-(-2)-18)~1:(4-2-6-18)+4-(4-(-2)~6-3) =
=2-(42)=1-(~100) +4-(-26) = 80

A
Entonces z:f:@:I.
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